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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАННЫМ 

Аннотация. В статье описан подход к решению задачи идентификации параметров 

динамических систем второго порядка по экспериментальным данным.  Поставленная задача 

решается путем сведения ее к задаче минимизации квадратичного функционала с 

ограничениями в виде нелинейных алгебраических уравнений. 
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IDENTIFICATION OF SECOND-ORDER DYNAMIC SYSTEM  

PARAMETERS ON EXPERIMENTAL DATA 

Abstract. The approach to solving the problem of identifying the parameters of second-

order dynamical systems on experimental data is described by reducing it to the problem of 

minimizing a quadratic functional with constraints in the form of nonlinear algebraic equations. 
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Рассмотрим систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений: 

{

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝜃3𝑥1 + 𝜃4𝑥2

 (1) 

где 𝑥𝑖 ∈  ℝ, 𝑖 = 1, 2 – зависимые переменные, 𝑡 ∈ [0, 𝑏] – независимая переменная, 𝑏 > 0,  

𝜃𝑘 ∈  ℝ, 𝑘 = 1, … , 4 – неизвестные параметры.  

 Обозначим через 𝑥𝑗(𝑡, 𝜃 ) 𝑗-компоненту решения системы (1),  𝑗 = 1,2,  зависящую от 

векторного параметра  𝜃 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4).  

Пусть при некоторых фиксированных значениях 𝜃𝑘 решение системы (1) 

удовлетворяет задаче Коши с начальными условиями: 

𝑥1
(1)

= 𝑥1(0),  𝑥2
(1)

= 𝑥2(0).      (2) 

Пусть на равномерной сетке по переменной 𝑥 с шагом 𝜏 =
𝑏

𝑁
   

                              𝑡1 = 0, … , 𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + 𝜏, … , 𝑡𝑁 = 𝑏. (3) 

для экспериментальных данных справедливы соотношения 

              𝑥̃(𝑖) = 𝑥(𝑖) + 𝜀(𝑖),   𝑖 = 1, … , 𝑁, (4) 
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где 𝑥̃(𝑖) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑥̃1
(𝑖)

, 𝑥̃2
(𝑖)

), 𝑥(𝑖) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑥1
(𝑖)

 , 𝑥2
(𝑖)

 ), 𝑥𝑗
(𝑖)

= 𝑥𝑗(𝑡𝑖, 𝜃) – значение 

компоненты решения системы (1) в точке  при фиксированном значении векторного 

параметра 𝜃, 𝜀(𝑖) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝜀𝑖1, … , 𝜀𝑖𝑁) – вектор, элементы которого являются случайными 

величинами, имеющими стандартное нормальное распределение с параметрами  0 и 1, то 

есть 𝜀𝑖𝑗 ∈ 𝑁(0, 1),  𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 1,2. 

Ставится задача идентификации параметров системы линейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида (1), заключающаяся в нахождении таких оценок 

параметров 𝜃𝑘, 𝑘 = 1, … , 4, при которых решение задачи (1)-(2) приближается к 

экспериментальным данным {𝑥̃(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅} в смысле метода наименьших квадратов. 

Согласно [4], эта задача может быть сформулирована следующим образом 

min
𝜃

∑[𝑥̃(𝑖) − 𝑥(𝑖)]
𝑇

[𝑥̃(𝑖) − 𝑥(𝑖)]

𝑁

𝑖=1

, 

𝑇1𝑥(1) = ℎ, 

 

(5) 

при условии, что 𝑥(𝑖) = 𝑥(𝑡𝑖, 𝜃) – значение решения системы (1) в точке . Здесь  𝑇1 = 𝐼2 – 

единичная (2 × 2) −матрица, ℎ = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(ℎ1, ℎ2),  ℎ1 = 𝑥1
(1)

, ℎ2 = 𝑥2
(1)

. 

Вводя обозначения [3] 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝒙(𝑁), 𝜃 ),   𝒙(𝑁) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑥(1), … , 𝑥(𝑁)), 

𝑧̃ = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝒙̃(𝑁), 𝑜4 ),  𝒙̃(𝑁) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑥̃(1), … , 𝑥̃(𝑁)), 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4), 

𝑜4 – нулевой вектор размерности 4, 

получим 

                                                            𝒙(𝑁) = 𝐻1𝑧, 𝒙̃(𝑁) = 𝐻1𝑧̃,    (6) 

где 

𝐻1 = [𝐼2𝑁 ⋮ 𝑂2𝑁×4],     𝐻2 =
1

𝑁
𝐻1

𝑇𝐻1,    (7) 

здесь 𝐼2𝑁 – единичная (2𝑁 × 2𝑁)-матрица, 𝑂2𝑁×4 – нулевая (2𝑁 × 4)-матрица. 

Учитывая (6) и (7), целевая функция в соотношении (5) может быть представлена в 

виде 

∑[𝑥̃(𝑖) − 𝑥(𝑖)]
𝑇

[𝑥̃(𝑖) − 𝑥(𝑖)]

𝑁

𝑖=1

=
1

2
[(𝐻2𝑧, 𝑧) − 2(𝐻2𝑧̃, 𝑧) + (𝐻2𝑧̃, 𝑧̃ )].  

 

(8) 

 Заменим уравнение (1) симметричной разностной схемой [1] на сетке (3) 

𝑥1
(𝑖+1)

−𝑥1
(𝑖)

𝜏
=

1

2
(𝜃1𝑥1

(𝑖)
+ 𝜃2𝑥2

(𝑖)
+ 𝜃1𝑥1

(𝑖+1)
+ 𝜃2𝑥2

(𝑖+1)
), 

 

 

it

it



3 

 

𝑥2
(𝑖+1)

−𝑥2
(𝑖)

𝜏
=

1

2
(𝜃3𝑥1

(𝑖)
+ 𝜃4𝑥2

(𝑖)
+ 𝜃3𝑥1

(𝑖+1)
+ 𝜃4𝑥2

(𝑖+1)
), 

𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

   (9) 

 С учетом обозначений 

𝑔𝑖1(𝑧) ≡ 𝑔𝑖1(𝒙(𝑁), 𝜃) = (1 +
𝜏

2
𝜃1) 𝑥1

(𝑖)
+

𝜏

2
𝜃2𝑥2

(𝑖)
− (1 −

𝜏

2
𝜃1) 𝑥1

(𝑖+1)
+

𝜏

2
𝜃2𝑥2

(𝑖+1)
, 

𝑔𝑖2(𝑧) ≡ 𝑔𝑖2(𝒙(𝑁), 𝜃) =
𝜏

2
𝜃3𝑥1

(𝑖)
+ (1 +

𝜏

2
𝜃4) 𝑥2

(𝑖)
+

𝜏

2
𝜃3𝑥1

(𝑖+1)
− (1 −

𝜏

2
𝜃4) 𝑥2

(𝑖+1)
, 

 𝑔𝑖(𝑧) =  𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑔𝑖1(𝑧), 𝑔𝑖2(𝑧)), 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 

𝑔(𝑧) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑔1(𝑧), … , 𝑔𝑁(𝑧) ) 

разностная схема (9) принимает вид 

𝑔(𝑧) = 0.                                                      (10) 

 Тогда задача (5) может быть сформулирована как задача минимизации квадратичного 

функционала с ограничениями в виде нелинейных алгебраических уравнений [3] 

min
𝑧

𝑚(𝑧),   𝑚(𝑧) =
1

2
(𝐻2𝑧, 𝑧) − (𝐻2𝑧̃, 𝑧), 

                               𝑇(𝑧) = ℎ,                                                                                            (11)                           

  𝑔(𝑧) = 0,                                                              

 

где 𝑇 = [𝑇1 𝑇2, … , 𝑇𝑁 , 𝑇𝜃] – (2 × (2𝑁 + 4))-матрица,  𝑇𝑖 , 𝑖 = 2, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ – нулевые (2 × 2)-матрицы, 

𝑇𝜃 – (2 × 4)-матрица. 

Задачу (11) аппроксимируем последовательностью квадратичных задач минимизации 

с линейными ограничениями [3]. Алгоритм решения задачи (1) имеет вид: 

1. Задаем точность вычислений  𝛿 > 0. 

2. Задаем ℎ, 𝑏, 𝑁 и  𝜏. 

3. Формируем экспериментальные данные 𝑥̃(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

4. Полагаем 𝑟 = 0 и задаем начальные данные 𝑧(0) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝒙(𝑁), 𝜃(0) ), 𝜆(0), 𝜇(0). 

5. Вычисляем  

𝑀(𝑟) =  (
𝐻 𝑇𝑇 𝐴𝑇

𝑇 𝑂 𝑂
𝐴 𝑂 𝑂

) , 𝑑(𝑟) = (

−𝐻2(𝑧(𝑟) − 𝑧̃)

ℎ − 𝑇𝑧(𝑟)

−𝑔(𝑧(𝑟))

). 

6. Решаем систему линейных алгебраических уравнений 

𝑀(𝑟)𝑦(𝑟) = 𝑑(𝑟),  𝑦(𝑟) = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑠(𝑟), 𝜇(𝑟), 𝜆(𝑟)).                                      (12) 

7. 𝑧(𝑟+1) = 𝑧(𝑟) + 𝑠(𝑟).  

8.  Если ‖𝐻2(𝑧(𝑟) − 𝑧̃) + 𝐴𝑇𝜆(𝑟) + 𝑇𝑇𝜇(𝑟)‖ ≤ 𝛿, то алгоритм завершен,  

     иначе  𝑟 = 𝑟 + 1 и переход к пункту 5. 
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 Замечание 1. Для решения системы вида (12) использовался подход, основанный на 

методе сопряженных градиентов и описанный в работе [2]. В этой же работе приведены 

структуры матриц 𝐴 и 𝐻. 

Вычисления проводились на трех наборах экспериментальных данных 𝑥̃(𝑖), 

𝑖 =  1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 𝜀𝑖𝑗 ∈ 𝑁(0, 1), 𝑗 = 1,2, которые соответствовали трем типам положения равновесия 

системы (1): седло, узел и центр. Точность вычислений 𝛿  полагалась равной 0.001.  

Приведем графики компонент 𝑥1(𝑡, 𝜃),  𝑥2(𝑡, 𝜃) решения с начальными данными  

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 1 системы (1), оценки параметров которой найдены согласно 

вышеизложенному алгоритму. Здесь 𝜃 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 ) – оценка векторного 

параметра 𝜃 (см. рис.1 – 9). 

Случай 1. Положение равновесия системы (1) – седло. 

Получены следующие оценки параметров 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4:  

𝜃1 = 1.00007, 𝜃2 = −0.00028, 𝜃3 = 0.00039, 𝜃4 = −1.99924 . 

Рис. 1. Экспериментальные данные  

и график компоненты 𝑥1(𝑡, 𝜃) решения системы (1). 

Рис. 2. Экспериментальные данные  

и график компоненты x2(t, θ̂) решения системы (1). 
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Рис. 3. Экспериментальные данные и фазовая траектория системы (1) 

              с начальными данными  x1(0) = 1, x2(0) = 1. 

 

Случай 2. Положение равновесия системы (1) – узел. 

Получены следующие оценки параметров 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4:  

𝜃1 = −1.00015, 𝜃2 = −0.00081, 𝜃3 = 2.00096, 𝜃4 = 0.00058. 

Рис. 4. Экспериментальные данные  

и график компоненты x1(t, θ̂) решения системы (1). 

Рис. 5. Экспериментальные данные  

и график компоненты x2(t, θ̂) решения системы (1). 
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Рис. 6. Экспериментальные данные и фазовая траектория системы (1) 

с начальными данными  x1(0) = 1, x2(0) = 1. 

 

Случай 3. Положение равновесия системы (1) – центр. 

Получены следующие оценки параметров 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4: 

𝜃1 = 0.00088, 𝜃2 = 2.99919, 𝜃3 = −2.99914, 𝜃4 = −0.00058. 

Рис. 7. Экспериментальные данные  

и график компоненты x1(t, θ̂) решения системы (1). 

Рис. 8. Экспериментальные данные  

и график компоненты x2(t, θ̂) решения системы (1). 
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Рис. 9. Экспериментальные данные и фазовая траектория системы (1) 

с начальными данными  x1(0) = 1, x2(0) = 1. 
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