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НЕЯВНАЯ СХЕМА, ОСНОВАННАЯ НА РАЗРЫВНОМ МЕТОДЕ ГАЛЁРКИНА, ДЛЯ 

МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕЧЕНИЙ СЖИМАЕМОГО ГАЗА В ТРЕХМЕРНОМ СЛУЧАЕ1 

 Аннотация. В статье описана неявная противопоточная схема, основанная на 

разрывном методе Галёркина для моделирования течений идеального сжимаемого газа в 

трехмерном случае. Сеточные уравнения записаны относительно приращения для удобства их 

решения с помощью подпрограмм библиотеки HYPRE. 
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IMPLICIT SCHEME BASED ON DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD  

FOR COMPRESSIBLE GAS FLOWS 3D SIMULATION 

Abstact. The article describes the implicit upwind scheme based on discontinuous Galerkin 

method for compressible gas flows 3D simulation. The scheme is written relative increment to 

simplify the solution by using of the HYPRE modules. 
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В настоящее время для решения задач моделирования течений сжимаемого газа 

используются или конечно-объемные вычислительные алгоритмы высокого порядка точности 

[4], или конечно-элементные методы, основанные на методе Галеркина с разрывными 

базисными функциями [1], который также характеризуется высоким порядком точности 

получаемого решения и обладает меньшими требованиями к качеству сетки. В статье [5] 

описывается неявная схема, основанная на разрывном методе Галеркина для решения задач 

газовой динамики в общем виде. В этой статье подробно расписана разностная схема для 

трехмерного случая. 

1. Основные уравнения 

В основе математической модели теории движения газа и жидкости лежат законы 

сохранения массы, импульса и энергии. В трехмерной декартовой системе координат течение 

сжимаемого идеального невязкого газа описывает уравнение Эйлера: 

   
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 0,     (1.1) 

уравнение состояния представлено в форме: 

    𝑝 = 𝜀𝜌(𝛾 − 1),       (1.2) 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 14-01-31260 мол_а). 
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где 

𝑈 =

(

 
 

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝜌𝑤
𝜌𝐸)

 
 

, 𝐹𝑥(𝑈) =

(

 
 

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣
𝜌𝑢𝑤

(𝜌𝐸 + 𝑝)𝑢)

 
 

, 𝐹𝑦(𝑈) =

(

 
 

𝜌𝑣
𝜌𝑢𝑣

𝜌𝑣2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑤

(𝜌𝐸 + 𝑝)𝑣)

 
 

,𝐹𝑧(𝑈) =

(

 
 

𝜌𝑤
𝜌𝑢𝑤
𝜌𝑣𝑤

𝜌𝑤2 + 𝑝
(𝜌𝐸 + 𝑝)𝑤)

 
 

.          (1.3) 

Здесь t – время; ρ – плотность; p – давление; (u, v, w) – составляющие скорости в координатных 

направлениях (x, y, z); 𝜀 – внутренняя энергия единицы массы; 

𝐸 = 𝜀 +
𝑢2+𝑣2+𝑤2

2
 – полная энергия единицы массы; 𝛾 =

𝐶𝑝

𝐶𝑣
 – показатель адиабаты; 𝐶𝑝 – 

теплоемкость при постоянном давлении; 𝐶𝑣 – теплоемкость при постоянном объеме. 

2. Численный метод 

В основу численного алгоритма положен разрывный метод Галеркина. Для применения 

разрывного метода Галеркина покроем область  , на которой ищется решение, 

тетраэдральной сеткой 𝑇ℎ. На каждом элементе 𝑇𝑚приближенное решение системы уравнений 

(1.1-2) будем искать в виде полиномов P( x ) степени р с зависящими от времени 

коэффициентами: 

                           𝑈ℎ|𝑚
𝑛 (𝑥̅, 𝑡) = ∑ 𝑈𝑖|𝑚

𝑠𝑡
𝑖=0 (𝑡)𝜑𝑖|𝑚(𝑥̅), 𝑥̅ = (𝑥, 𝑦, 𝑧),                         (2.1) 

где st – размерность пространства полиномов, а 𝜑𝑖|𝑚(𝑥̅) – соответствующая базисная функция 

на m-ой ячейки. 

 Приближенное решение системы (1.1-2) в разрывном методе Галеркина ищется как 

решение следующей системы [1]: 

∫
𝜕𝑈ℎ|𝑚

𝜕𝑡𝑇𝑚
𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + ∫ (

𝐹𝑥(𝑈ℎ|𝑚)

𝜕𝑥
+
𝐹𝑦(𝑈ℎ|𝑚)

𝜕𝑦
+
𝐹𝑧(𝑈ℎ|𝑚)

𝜕𝑧
)

𝑇𝑚
𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0, 𝑘 = 0, 𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅          (2.2) 

Преобразовав (2.2) получим: 

∑(
𝜕𝑈𝑖|𝑚

𝜕𝑡
∫ 𝜑𝑖|𝑚𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

) + ∮(𝐹𝑥𝑛𝑥 + 𝐹𝑦𝑛𝑦 + 𝐹𝑧𝑛𝑧)

𝜕𝑇𝑚

𝑠𝑡

𝑖=0

𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑆 

                                − ∫ (𝐹𝑥
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑧

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0, 𝑘 = 0, 𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑇𝑚
            (2.3) 

Теперь можно записать неявную схему по времени t в полу дискретном виде: 

∑(∫ 𝜑𝑖|𝑚𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

∆𝑈𝑖|𝑚
𝑛+1

𝜏
) + ∮(𝐹𝑥

𝑛+1𝑛𝑥 + 𝐹𝑦
𝑛+1𝑛𝑦 + 𝐹𝑧

𝑛+1𝑛𝑧)

𝜕𝑇𝑚

𝑠𝑡

𝑖=0

𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑆 

              − ∫ (𝐹𝑥
𝑛+1 𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦

𝑛+1 𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑧

𝑛+1 𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0, 𝑘 = 0, 𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑇𝑚
            (2.4) 

где 

𝜕𝑈𝑖|𝑚

𝜕𝑡
≈
𝑈𝑖|𝑚
𝑛+1−𝑈𝑖|𝑚

𝑛

𝜏
=
∆𝑈𝑖|𝑚

𝑛+1

𝜏
,                                                                                                          (2.5) 
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𝑛 = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) – вектор единичной нормали по границе 𝜕𝑇𝑚. 

Потоки через грань контрольного объема вычисляются на основе приближенного 

решения задачи Римана [3]. 

Рассмотрим линеаризацию потоковой функции: 

𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝
𝑛+1 = 𝐹𝑥(𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛+1 ) = 𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝
𝑛 + (

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑈
)
ℎ|𝑚𝑝

𝑛

(𝑈ℎ|𝑚𝑝
𝑛+1 − 𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛 ),      (2.6) 

где  𝑈ℎ|𝑚𝑝
𝑛  – осредненное по Роу [2] значение между 𝑈ℎ|𝑚

𝑛  и𝑈ℎ|𝑚𝑝
𝑛̃ ; 𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛̃ = 𝑈ℎ|𝑘
𝑛 – такое 

переобозначение, когдаk-ая ячейка является соседней с m-ой ячейкой, и для них обоих p-ая 

граница m-ой ячейки является общей. 

Матрица Якоби (
𝜕𝐹

𝜕𝑈
) обладает набором действительных собственных значений и 

векторов, и поэтому может быть представлена в виде: 

𝐴 = 𝑅𝛬𝐿 = 𝑅(𝛬+ + 𝛬−)𝐿 = 𝐴+ + 𝐴−, 

𝐴+ = 𝑅𝛬+𝐿, 

                                                                  𝐴− = 𝑅𝛬−𝐿,                (2.7) 

где 𝛬 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{λi}, 𝛬
+ =  

1

2
(𝛬 + |𝛬|), 𝛬− = 

1

2
(𝛬 − |𝛬|), |𝛬| = 𝑑𝑖𝑎𝑔{|λi|}. 

Опираясь на этот факт, для того чтобы сконструировать противопоточную разностную 

схему в дельта-форме, представим разложение (2.6) в виде: 

𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝
𝑛+1 = 𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝

𝑛 + 〈
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

+
𝑛 ∆𝑈ℎ|𝑚

𝑛+1 + 〈
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

−
𝑛 ∆𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛+1̃ .  (2.8) 

Таким образом, поверхностный интеграл из (2.4) может быть записан следующим 

образом: 

  

∮(𝐹𝑥
𝑛+1𝑛𝑥 + 𝐹𝑦

𝑛+1𝑛𝑦 + 𝐹𝑧
𝑛+1𝑛𝑧)

𝜕𝑇𝑚

𝜑𝑘|𝑚𝑑𝑆 = 

∑𝑆𝑚𝑝 ∗ [〈𝑛𝑥𝑚𝑝 (𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝
𝑛 + 〈

𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

+
𝑛 ∆𝑈ℎ|𝑚

𝑛+1 + 〈
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

−
𝑛 ∆𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛+1̃ ) + 𝑛𝑦𝑚𝑝(. ) + 𝑛𝑧𝑚𝑝(. )〉𝜑𝑘|𝑚]

4

𝑝=1

= 

∑𝑆𝑚𝑝 ∗ [(〈
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

+
𝑛 𝑛𝑥𝑚𝑝 + 〈

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

+
𝑛 𝑛𝑦𝑚𝑝 + 〈

𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

+
𝑛 𝑛𝑧𝑚𝑝)𝜑𝑘|𝑚] ∆𝑈ℎ|𝑚

𝑛+1

4

𝑝=1

+ 

∑𝑆𝑚𝑝 ∗ [(〈
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

−
𝑛 𝑛𝑥𝑚𝑝 + 〈

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

−
𝑛 𝑛𝑦𝑚𝑝 + 〈

𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑈
〉
ℎ|𝑚𝑝

−
𝑛 𝑛𝑧𝑚𝑝)𝜑𝑘|𝑚] ∆𝑈ℎ|𝑚𝑝

𝑛+1̃ +

4

𝑝=1

 

∑𝑆𝑚𝑝 ∗ [(𝐹𝑥ℎ|𝑚𝑝
𝑛 + 𝐹𝑦ℎ|𝑚𝑝

𝑛 + 𝐹𝑧ℎ|𝑚𝑝
𝑛 )𝜑𝑘|𝑚]

4

𝑝=1

, 𝑘 = 0, 𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅                                                                        (2.9) 

где знак * означает операцию численного интегрирования. 
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  Объемный интеграл, так может быть расписан следующим образом: 

 

∫ (𝐹𝑥
𝑛+1

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦

𝑛+1
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑧

𝑛+1
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

= 

∫ (𝐹𝑥
𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦

𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑧

𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

+ 

∫ ((
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
)
𝑛

∆𝑈ℎ|𝑚
𝑛+1

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ (

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑈
)

𝑛

∆𝑈ℎ|𝑚
𝑛+1

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ (
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑈
)
𝑛

∆𝑈ℎ|𝑚
𝑛+1

𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

= 

∫ (𝐹𝑥
𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑦

𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑧

𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 

𝑇𝑚

 

∑[ ∫ 𝜑𝑖|𝑚 ((
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑈
)
𝑛 𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑥
+ (

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑈
)

𝑛
𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑦
+ (
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑈
)
𝑛 𝜕𝜑𝑘|𝑚

𝜕𝑧
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑇𝑚

∆𝑈𝑖|𝑚
𝑛+1]

𝑠𝑡

𝑖=0

, 𝑘 = 0, 𝑠𝑡̅̅ ̅̅ ̅̅    

                                                                                                                                                       (2.10) 

Для решения линейной системы уравнений применяется один из методов решения 

СЛАУ библиотеки HYPRE [6]. 
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